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Resumo

Neste artigo apresentamos o resultado de uma pesquisa de carater bibliogréafico, cujo objetivo
foi identificar alguns aspectos do desenvolvimento historico e cultural da Analise Combinatoria.
Utilizamos como principais fontes para a coleta de informacdes histdricas baseado em autores
fundamentados em uma corrente factual da trajetdria cultural e histérica da Matematica. A
Analise Combinatéria é a parte do universo matematico que apresenta poucos estudos acerca
de sua histdria, seja no contexto de sua constituicdo como objeto de estudo dos matemaéticos,
seja no contexto escolar. A pesquisa focou elementos histéricos e culturais que evidenciassem
a evolucdo dos objetos da Anélise Combinatéria que sdo estudados na Educacdo Basica. O
principal resultado é que os objetos estudados na Analise Combinatoria surgiram por meio de
praticas culturais desenvolvidas pelos chineses, indianos, judeus e arabes.

Palavras-Chave: Analise Combinatoria; Histéria da Matematica; Praticas Culturais.

Abstract

In this article we present the results of a bibliographical research, the objective of which was to
identify some aspects of the historical and cultural development of Combinatorial Analysis. We
use the main sources for collecting historical information based on authors based on a factual
current of the cultural and historical trajectory of Mathematics. Combinatorial Analysis is the
part of the mathematical universe that presents few studies about its history, whether in the
context of its constitution as an object of study by mathematicians, or in the school context. The
research focused on historical and cultural elements that highlighted the evolution of
Combinatorial Analysis objects that are studied in Basic Education. The main result is that the
objects studied in Combinatorial Analysis emerged through cultural practices developed by the

Chinese, Indians, Jews and Arabs.
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INTRODUCAO

O estudo da analise combinatéria ganhou destaque na matematica moderna, e 0s
avancos nesse campo possibilitaram o desenvolvimento de vérias aplicagfes, como na &rea da
computacéo.

O contexto historico desenvolvido nesta pesquisa €, em sua maioria, extraido de autores
enraizados em uma tendéncia factual da histéria da Matematica. Contudo, interessa-nos extrair
dos conteidos desses autores evidéncias que apontem para o desenvolvimento histérico e
cultural da Analise Combinatoria com énfase nos objetos estudados na Educacdo Basica. Nesse
sentido, procuramos nos limitar aos episodios histéricos que apresentam as passagens dos
objetos basicos da Combinatdria escolar.

Sendo assim, apresentamos 0 contexto historico da Anélise Combinatéria, no qual
vamos designar, para um melhor entendimento, os topicos da Combinatdria na cultura Chinesa,
Indiana, Judaica, Arabe e Europeia, onde procuramos descrever o desenvolvimento da
Combinatodria até o século XIV. Para isso, realizamos um estudo bibliogréfico que, segundo Gil
(2011), é desenvolvido a partir de material ja elaborado, constituido principalmente de livros e
artigos cientificos. Com isso, utilizamos como principal fonte os estudos retirados do livro de
Wilson e Watkins (2013), do livro de Katz (2010) e o texto de Biggs (1979).

A Anélise Combinatéria € uma area da Matematica que auxilia no estudo do célculo de
possibilidade, e a sua origem data de séculos atrds, com ideias e préaticas simples de contar e
manipular objetos, de forma intuitiva, até as formulagdes matematicas elaboradas que temos
hoje. Nesse sentido, este artigo tem por objetivo apresentar uma analise histdrica sobre a
evolucdo da Anélise Combinatoria.

Desde a Antiguidade, a contagem era vista como essencial para se ter controle sobre
bens e mercadorias. Dessa forma, o objeto de estudo da Analise Combinatoria surgiu a partir
de problemas ligados a atividades cotidianas, como 0 comércio e a organizacdo de exercitos,
que exigiam a manipulacéo de conjuntos finitos de objetos. A abordagem era, inicialmente, de
cunho intuitivo e experimental, com a utilizacdo de uma série de artificios de contagem em

diversas culturas, como veremos a seguir.
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COMBINATORIA NA CULTURA CHINESA

Um dos registros mais antigos sobre o uso da Combinatéria ocorreu na China, no
periodo anterior a dinastia Chou (1150-249 a.C.). Trata-se de um livro escrito por figuras
lineares, compostas de linhas inteiras e linhas interrompidas, superpostas em conjuntos de trés
e seis linhas, chamados "Kua" (“signo”). Esse livro secular denominado | Chou, atualmente
conhecido como | Ching ou livro das mutacgdes, descreve as sementes da cultura, de
extraordinaria complexidade e riqueza, que, ao longo dos milénios seguintes, viria a se
desenvolver na China. Pinto (2006) descreve que:

A sabedoria contida nos Kua veio a exercer uma influéncia decisiva nos rumos
futuros da civilizacdo chinesa. A tradigdo desses Kua era, até meados da

dinastia Chou, identificada com a designagdo “I”’ (F==—), um ideograma de
origem controvertida e que tem sido traduzido por "mutacéo”. Para a China
antiga, o nome de algo era considerado ndo apenas como um rotulo
arbitrariamente atribuido, mas, antes, uma expressdo do ser mesmo daquilo
que em seu nome se deixa ver, se desvela. Essa concepcéo sera desenvolvida
mais tarde por Conflucio, para quem a harmonia do mundo depende da
retificacdo dos nomes (Pinto, 2006, p.1).

Com a passagem de outras dinastias, o livro tornou-se um classico (“Ching”), e diante
da grande relevancia que a obra representa para cultura chinesa passou a ser chamada de | Ching
(classico livro das mutacdes). As bases dos Kua no | Ching sdo o Yang (-) e o Yin (- -). Estes
signos sdo combinados, como ja foi dito acima, em conjuntos de trés linhas (trigramas) e seis
linhas (hexagramas). Com isso, ha 2° = 8 trigramas e 2° = 64 hexagramas. A partir disso, Biggs

ritet

(1979) considera que os chineses ja tinham alguma ideia da regra gue o autor denomina
de regra da combinacdo com repeticdo, para a combinatdria contemporanea € o arranjo com
repeticdo de elementos. Contudo, o | Ching ndo apresenta nenhum problema real que necessite
do conhecimento combinatério dos dias atuais para resolvé-lo.

Para Bréard (2010, p. 66), as praticas combinatorias desenvolvidas na cultura chinesa
tiveram uma presenca marcante na constituicdo de jogos. A figura 1 apresenta o mais conhecido
objeto de muitos estudiosos:

Figura 1: Yapai ou jogo de blocos de marfim
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Fonte: Breard (2013, p.66).

Na figura 1, observamos as possiveis permutagdes de pontos nos trés ‘blocos de
marfim’, cada bloco descrevendo dois dos numeros 4, 5 e 6. Para Bréard (2010), o jogo
apresenta caracteristicas fisicas de um dominé e tem sua origem na dinastia Song Xuanhe
(1082-1135). A autora descreve, também, que:

A atividade combinatoria consistia de enumerar as possiveis permutagées do
namero de pontos em uma combinacdo de trés blocos, como mostrado acima.
Os trés pares mostrados na esquerda eram chamados de ‘cavalaria regular’,
enquanto que todas as outras permutacdes eram referidas como ‘cavalarias
irregulares’. E possivel que esquemas de vitorias no jogo de blocos de marfim
fossem baseados em consideracdes combinatdrias, mas ndo ha evidencias da
existéncia de um conceito de probabilidade (Bréard, 2010, p. 66, tradugdo
Nossa).

Outro registro importante, presente nas antigas obras chinesas, é o triangulo aritmético

(Figura 2). A primeira manifestacdo da utilizagao do triangulo foi no livro de Yang Hui, sobre

extracdo de raizes, datado do ano de 1261.

Figura 2: Triangulo Aritmético
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Fonte: Eves (1997, p.251).

Ainda ndo ha evidéncias que indiquem, no contexto da Anéalise Combinatéria, o
interesse dos chineses antigos pelo triangulo aritmético, nem se este € fruto de um intercAmbio
cultural com a civilizag&o arabe ou a indiana. Mas Bréard (2013) afirma que:

Na China, sabemos apenas de seu importante uso no contexto de técnicas de
interpolacdo, solugdes de equacdes polinomiais e a construcdo de séries
aritméticas finitas — em particular, através de um tratado do inicio do século
X1V, o Siyuan yujian (O Espelho de Jade dos Quatro Elementos, 1303) escrito
por Zhu Shijie, que colocou o triangulo no inicio de seu livro. Embora Zhu
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ndo tenha apresentado uma interpretacdo combinatoria do tridngulo, seu
interesse em préaticas combinatdrias atingiu outro nivel: a terminologia usada
para a série finita foi construida de combinacdes de expressdes binomiais no
senso linguistico. Um significa matematico foi anexado para cada prefixo ou
sufixo, refletindo a fatoracdo de cada termo na série aritmética. Problemas
inversos (tais quais quantos termos formam uma dada soma) foram resolvidos
por técnicas de interpolacdo, usando os coeficientes do triangulo (Bréard,
2013, p. 69, traducdo nossa).

A citacdo mostra a importancia do Tridngulo aritmético na matematica chinesa,
principalmente no contexto de técnicas de interpolacdo, solucdo de equacGes polinomiais e
construcdo de séries aritméticas finitas. O autor destaca o tratado "O Espelho de Jade dos Quatro
Elementos" escrito por Zhu Shijie no século XIV, que colocou o tridngulo no inicio de seu livro.

Embora Zhu Shijie ndo tenha apresentado uma interpretacdo combinatéria do triangulo,
ele utilizou a terminologia combinatoria para construir a série finita, refletindo a fatoragédo de
cada termo na série aritmética, no qual destaca que problemas inversos, como determinar
guantos termos formam uma dada soma, foram resolvidos utilizando técnicas de interpolacéo e
os coeficientes do Triangulo aritmético.

Com isso, podemos perceber a importancia do Triangulo aritmético como uma
ferramenta matematica fundamental na China antiga, sendo utilizado em diversos contextos e
demonstrando o alto nivel de conhecimento matematico dos estudiosos da época.

A abordagem combinatoria e as técnicas de interpolacdo utilizadas por Zhu Shijie
mostram a criatividade e profundidade de pensamento dos matematicos chineses naquela época,
além disso, destaca a importancia da linguagem matematica e da terminologia precisa na
resolucdo de problemas matematicos complexos.

Outras culturas,como a indiana e judaica desenvolveram estudos relacionados a
Combinatéria, nao ficando restrito apenas a cultura chinesa, contribuindo para o
desenvolvimento da Combinatdria moderna.

COMBINATORIA NA CULTURA INDIANA E JUDAICA

No periodo que antecede a era crista (século sexto a.C.), os historiadores descobriram o
tratado médico de Susruta desenvolvido na cultura Indiana. Segundo Katz (2010), esse
documento descreve:

Que podem ser feitas 63 combinagfes de seis gostos diferentes — amargo,
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azedo, salgado, adstringente, doce e picante — tomando-se um de cada vez,
dois de cada vez, trés de cada vez... Por outras palavras ha cinco gostos
simples, 15 combinacdes de dois, 20 combinacGes de trés, e assim
sucessivamente (Katz, 2010, p.285).

O autor ressalta, ainda, que outras obras da mesma época incluem célculos semelhantes
relativos a topicos como categorias e sentidos filoséficos. Katz (2010) considera, em suas
investigacOes, que toda a obra analisada sempre apresentava na amostra calculada numeros
pequenos e, com isso, 0 método utilizado para obter os resultados poderia ter sido a numeracao
direta. Dessa forma, ndo ha nenhum indicio que no referido periodo os indianos haviam
desenvolvido alguma formula para facilitar os calculos. Contudo, uma obra do século VI (d.C.)
apresenta um problema semelhante descrito no tratado médico de Susruta, mas dentro de um
contexto diferente.

A obra, segundo Katz (2010), descreve o interesse do indiano Varahmamiria que tentou
criar perfumes usando quatro ingredientes de um total de 16, cujo resultado obtido foi 1820
maneiras diferentes de escolher os ingredientes. Este caso aponta indicios que Varadhmamiria ja
conhecia algum método para resolver o problema dos ingredientes do perfume, pois o resultado
do problema é muito elevado. Os registros da pratica combinatéria desenvolvida pelos indianos
descrevem que, no século IX (d.C.), o estudioso Mahavira apresentou um método para resolver
o0 problema dos ingredientes:

A regra respeitante a possiveis variedades de combinagdes entre coisas dadas:
comegando com uma e aumentando de uma, deixe-se que 0 nimero delas
alcance o nimero dado de coisas escrevendo-0s na ordem regular e na ordem
inversa (respectivamente) numa fila horizontal superior e numa fila horizontal
inferior. Se o produto de um, trés ou mais dos nimeros da fila superior,
considerados da direita para a esquerda é dividido pelo produto
correspondente de um, dois, trés ou mais dos numeros da fila inferior, também
tomados da direita para esquerda, é obtido, com resultado, a grandeza
pretendida em cada caso de combinagdes (Katz, 2010, p. 285).

Para Katz (2010), o estudioso indiano ndo deixou qualquer registro que pudesse
comprovar a criagdo de um modelo matematico para representar o pensamento dele na solucéao
do problema dos ingredientes e, também, no problema da formacao de joias (diamante, safiras,
esmeraldas, corais e pérolas) em colares. E importante observar que as praticas combinatérias
desenvolvidas na cultura indiana procuravam solugdes para problemas envolvendo combinagéo.

Mas, no mesmo periodo, século 1X, na cultura judaica, foi registrado um texto do rabino
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italiano, Shabber Donnolo, estudioso do Sefer Yetsirah!, que abordava questdes envolvendo

permutacéo de letras:

A primeira letra de uma palavra de duas letras pode ser trocada duas vezes e,
para cada letra inicial de uma palavra de trés letras, as outras podem ser
trocadas para formarem duas palavras de duas letras por cada uma das trés
vezes. E todos os arranjos que existem de palavras de trés letras correspondem
a cada uma de quatro letras que podem ser colocadas numa palavra de quatro
letras: uma palavra de trés letras pode ser formada de seis maneiras e, assim,
para cada letra inicial de uma palavra de quatro letras ha seis maneiras —
perfazendo, no conjunto, vinte e quatro palavras, e assim sucessivamente
(Katz, 2010, p. 372).

O Sefer Yetsirah, livro que Donnolo extraiu as ideias da citacdo anterior, foi escrito por
um autor desconhecido que procurou calcular varias formas de arranjar as 22 letras do alfabeto
hebraico. Katz (2010) afirma que a pratica de arranjar as letras do alfabeto ocorria porque 0s
judeus misticos acreditavam que Deus havia criado as coisas do mundo por meio das
permutaces entre as letras, como descreve a citagcdo a seguir:

Deus apoderou-se delas, combinou-as, pesou-as, trocou-as e, com elas
produziu toda criacdo e tudo que esta destinado a ser criado... Duas pedras
(letras) constroem duas casas (palavras), trés constroem seis casas; quatro,
vinte e quatro; cinco constroem cento e vinte; seis coisas setecentos e vinte
coisas (Katz, 2010, p. 372).

Essa parte do livro da criagdo evidencia que o autor desenvolveu um método para o
calculo das permutacdes simples sem apresentar um modelo matematico para representar suas
ideias e, sim, 0 puro uso da linguagem.

As ideias iniciais em torno do que hoje conhecemos por Principio Fundamental da
Contagem(PFC) e as permutacdes com letras, ja eram conhecidos pelos indianos e judeus para

resolver problemas do cotiano, que também eram conhecidos na cultura arabe.

COMBINATORIA NA CULTURA ARABE E JUDAICA

Os problemas envolvendo palavras apresentavam uma forte presenga nas praticas da
Combinatéria, também, na cultura arabe, tornando-se até mesmo praticas de pesquisas que
culminavam, sob um nivel tedrico, na construcdo de novas ciéncias. Este fato é descrito por

! para Katz (2010, p. 372), o Sefer Yetsirah ou livro da criagéo é a fonte judaica mais antiga que
apresenta praticas combinatérias. O livro foi escrito em algum tempo entre os séculos Il e VIII.
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Djebbar (1981):

Com o advento do fenbmeno da traducdo, o estatuto privilegiado do arabe
favoreceu o desenvolvimento de varias “Ciéncias da Linguagem”. Neste
contexto, os lexicografos enumeraram as configuragdes de letras do alfabeto,
sujeitas a certas restri¢des, a fim de torna-las léxicas. Sabemos, por exemplo,
que al-Khalil ibn Ahmad (século VIII) deu o nimero de combinagdes p a p (
2 <p<5)das 28 letras do alfabeto arabe, e depois dele, o gramatico Sibawayh
(século VIII) havia determinado o nimero de permutagespap (2<p<35)
das mesmas letras, mas tendo em conta incompatibilidade de pronuncias
(Djebbar, 1981, p. 125, traducdo nossa).

As préaticas de pesquisas da cultura arabe, que utilizavam a combinatéria como
instrumento, ndo ficaram restritas as ciéncias da linguagem. Segundo Djebbar (1981), os
estudos nos campos da quimica também utilizavam préaticas combinatérias desenvolvidas por
jabir ibn H Ayyan (século VII):

Jabir ibn H Ayyan teorizou uma espécie de elementos combinatérios que
constituem o material. Com base nas quatro qualidades elementares (calor,
frio, seca, umidade) que sdo a base da quimica e da medicina arabe, ele
introduziu a nogdo de grau, cada um. Composto por sete divisdes (minuto,
segundo, etc.). Entdo ele classificou o alfabeto arabe em quatro categorias
correspondentes as quatro qualidades e ele estabeleceu uma estreita relacéo
entre as combinagdes de letras e essa qualidade. Dessa forma, os estudos em
quimica tornaram-se uma morfologia de metais a imagem da lingua por meio
de composicdo de palavras (Djebbar, 1981, p. 125, traducéo nossa).

Para Djebbar (1981), as praticas combinatorias da cultura arabe contribuiram para o
desenvolvimento nos estudos: em mausica, utilizando combinagdo de notas mausicas; na
trigonometria e na algebra, por meio do método de enumeracdo direta.

A utilizacdo da Combinatoria na busca de solugéo para problemas praticos ou aplicados
em varias areas do conhecimento humano foi, até o século XII, evidenciada pelo forte uso da
linguagem e operacionalizada por uma forma de raciocinio indutivo.

Este fato € observado em todas as culturas que conseguimos alcancar neste estudo
bibliografico, no qual a continuacdo deste texto apresentamos os fragmentos textuais que
descrevem o0s primeiros passos para a busca de um pensamento abstrato nas préaticas
combinatorias.

No contexto da cultura judaica, ha registros do século XII do Rabino Abrham bem Meir
ibn Ezra em textos envolvendo astrologia. Katz (2010) descreve que o rabino desenvolvia
estudos que discutiam o numero de conjuncdes possiveis de sete planetas, incluindo o Sol e a

Lua.
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A pratica Combinatoria de ibn Ezra estava associada a concep¢do de que as conjuncoes
dos planetas tinham poderosa influéncia na vida humana. Dessa forma, ibn Ezra apresentou um
método aritmético para calcular as conjungdes dos planetas, dois a dois, trés a trés, quatro a
quatro, cinco a cinco, seis a seis, e sete a sete. Katz (2010) descreve que o rabino

Comegou com o caso mais simples, onde o nimero de conjungdes dois a dois
era 21. Este nimero era igual a soma dos inteiros de 1 a 6 e podia ser calculado
com a regra de ibn Ezra para a soma dos nameros inteiros de 1 até um dado
nimero pela sua metade e pela metade da unidade...Para calcular combinagdes
trés a trés, ibn Ezra explica “comegamos por colocar Saturno com Jupiter e,
com eles, um dos outros planetas. O numero de outros planetas é cinco;
multiplique-se 5 pela sua metade e por metade da unidade. O resultado é 15.
Estas sdo as conjungdes de jupiter” ...ha cinco combinacdo trés a trés
envolvendo Saturno e Japiter, quatro envolvendo Jupiter e Marte, mas nao
52+52=155"+5-=15
Saturno, e assim sucessivamente. Ha assim
conjungOes trés a trés envolvendo Jupiter. Analogamente, para achar as
conjuncdes trés a trés, envolvendo Saturno, mas ndo Jupiter, ibn Ezra necessita
de calcular o nimero de situagGes de dois planetas dos restantes cinco (Katz,
2010, p. 373).

O método utilizado pelo rabino ibn Ezra, em nota¢bes modernas, pode ser observado

abaixo:

> Para os calculos de base:

CF=Sti= - D+ -0 =R =Tt = (- ).+ - 1. =2
> Calculo Geral: S
Cl+CI+CI+C]+C+C]=120C] +CI+CI+C]+CJ +C] =120
Ci=CI+C3+CF+Ci+Ci=35

CE+Ci+CE+Ci=135

Ci+Ci+ci=21

=7

= E:
i

1]
ey By By
]
=y
Ll
+
]

=y

Il

™y
o

=1

E importante ressaltar que o método aritmético desenvolvido por ibn Ezra tem uma
semelhanca muito grande com algumas propriedades do triangulo aritmético desenvolvido
pelos chineses, com data aproximada para o século XI, mas nada se tem para comprovar que 0
rabino tivesse conhecimento do tridngulo desenvolvido pelos chineses.

Ha, também, registros do século XIIl, na cultura do Isldao, mostrando que Ahmad al-
Bbdari ibn Mun’im estudava o calculo do nimero de combinacdes de r objetos de um conjunto
de n, procurando este nimero em termos de combinag@es de r-1 objetos. (Katz, 2010, p. 328).

Entre os problemas envolvendo combina¢do que ibn Mun’im estudou, destaca-se o
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seguinte: quantos conjuntos diferentes de cores podem ser obtidos com dez cores de seda? A

solucéo do problema € descrita por Katz (2010):

Para determinar o nimero de combinac@es de trés cores, primeiro combina-se
a terceira cor com a primeira e segunda; depois, combina-se a quarta cor com
cada par de cores entre as trés cores que precedem — a primeira, a segunda e a
terceira —, depois combina-se a quinta cor com cada par de cores entre as
quatro cores precedentes... até a combinagdo da décima cor com cada par de
cores entre as nove cores precedentes. Mas cada par de cores é uma
combinagéo da segunda linha (Katz, 2010, p. 328).

O procedimento utilizado por Ibn Mun'im era idéntico aquele do rabino ibn Ezra, mas

para efeito de calculo ele utilizava a tabela representada na figura 3, que tem caracteristicas do
tridngulo aritmético:

Figura 3: Triangulo Aritmético

. b=
Jadl g gl hlss 1 s, >

ol s ze 1] 1
ol i Il inns o Mgl g / 9 10
ol il il il e eyl Jyas / 8 [36 |45

ol dnse oIl dnse o Flylpadl gy 2 / 7 28 |84 | 120
ol aaw plpdlize o eyl Joas 4 | ¢ 21| 56126 | 210
ol deas ol G e 1] 5 15 | 35| 70 [126 | 252
ol il pllliayl n 7 4| 10 | 20| 35| 56|84 | 210
ol i Il il a7 3 6| 10| 15| 21| 2836 | 120
o) perloe 2 3 4| 5 6 7 8 |9 45
o o o 1 1 1 1 1] 1 1 1 1 |1 10
% ]ﬁ S5 3858 O3] B3 L
S| ™ =I} -L J _] _] _] ] J -
1_) 2 iy Y L L | =

Y
)
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Fonte: Djebbar (1985, p. 101)

No que tange a tradicional discussdo da cultura arabe sobre problemas envolvendo
palavras, ibn Mun'im estudou o seguinte problema: como conseguir um processo canénico para
determinar o numero de permutacéo de letras de uma palavra da qual o numero de letras é
conhecido, e que ndo repita qualquer letra? Segundo Katz (2010), o estudioso ibn Mun'im
concluiu que:

Né&o importa qudo longa seja a palavra, 0 nimero de permutacGes acha-se
multiplicando um por dois, por trés, por quatro, por cinco, e assim
sucessivamente, até ao nimero de letras da palavra. ibn Mun'im ataca outros
problemas incluindo permutacdo com repeti¢éo, antes de tratar de assuntos de
prondncia e variagdo de vogais. O seu objetivo é determinar o nimero de
palavras possiveis em arabe e, depois de alguma discussdo sobre o que isto
significa exatamente, usar algumas das ideias expostas anteriormente para
calcular explicitamente o nimero de palavras de nove letras, cada letra tendo
duas ndo repetidas, duas repetidas duas vezes, e uma letra repetida trés vezes.
Resultando em um nimero com 16 digitos decimais (Katz, 2010, p. 330).

Os primeiros registros que apresentam uma pratica combinatoria dissociada de préaticas
gue envolviam problemas com palavras, problemas com joias, problemas com cores, problemas
com planetas etc., ocorreram a partir do século XIIl. Um dos principais exemplos é do
marroquino ibn al-Banna (1256-1321), seguidor direto dos trabalhos de ibn Mun’im.

Os estudos realizados por ibn al-Bannd procuravam demonstrar formulas gerais para
resolver problemas da Combinatdria utilizando o método indutivo, mesmo que ndo tenha em
algum momento deixado registrado que utilizava tal método, sendo assim, os trabalhos de ibn
al-Banna evidenciam o periodo inicial no qual o pensamento abstrato é posto em préticas
combinatéria.

Os motivos que levaram o marroquino ibn al-Banna a realizar esses estudos ainda néo
foram esclarecidos, mas dois pontos sdo importantes destacar: o primeiro ponto refere-se a
manifestacdo de um pensamento abstrato desenvolvido por meio do raciocinio indutivo; o
segundo ponto é que, para nés, o matematico ibn al-Bannad desenvolveu esse estudo porque
trabalhos anteriores j& haviam apresentado solug¢fes aos ditos problemas das letras, das cores
etc., de modo que sem esse ponto inicial ibn al-Bannd ndo chegaria tdo longe.

Em sintese, os fragmentos historicos apresentados revelam praticas combinatdrias que
tiveram suas origens em préaticas culturais ndo matematicas, por meio de métodos
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operacionalizados pelo raciocinio indutivo e representado pelo uso da linguagem natura na
solucéo dos problemas.

A partir do século XIII, especificamente na cultura arabe, as praticas combinatérias
passam para um contexto mais matematico?. Este fato fica evidente com os estudos
desenvolvidos por Levi bem Gerson (inicio do seculo XI1V), com sua notavel obra conhecida
como A Arte do Calculador (Maasei Hoshev).

Segundo Katz (2010), o texto da obra de Levi bem Gerson apresenta rigorosas e
cuidadosas demonstragdes de vérias formulas combinatdrias e tem sua estrutura dividida em
duas partes: tedrica e pratica. Na parte tedrica da obra, o autor demonstra as proposi¢oes
utilizando o método indutivo. Observada na proposicdo 63, retiradas do livro A Arte do
Calculador:

PROPOSICAO 63 Se o numero de permutagdes de um dado nimero de
elementos diferentes é igual a um ndmero dado, entdo o ndmero de
permutacdes de um conjunto de diferentes elementos contendo um namero
mais, é igual ao produto do primeiro nimero de permutagdes e o numero a
seguir ao nimero dado (Bem Gerson, 1321 apud Katz, 2010, p. 377).

A citacdo revela o nivel tedrico que as praticas combinatdrias passaram assumir e, com
isso, surgiu a necessidade dos registros simbdlicos para substituir a linguagem natural presente
nas solugdes dos problemas que de certa forma foram substituidos por problemas simbolicos.

Ainda se tratando da obra de Levi Bem Gerson, Katz (2010) apresenta um
questionamento acerca do fato de que, em 1321, os resultados basicos sobre combinacdes
estavam disponiveis na Europa e que virtualmente ninguém pareceu interessar-se pela
matematica das combinacdes e, quando a anélise combinatoria finalmente reapareceu, ndo havia
qualquer referéncia as contribuicdes de Levi Bem Gerson (Katz, 2010, p. 379).

As culturas Arabe e judaia contribuiram para o desenvolvimento da Anélise

Combinatdria Moderna, mas ganhou um grande impulso por meio da cultura europeia

COMBINATORIA NA CULTURA EUROPEIA
No contexto da cultura europeia (século XIII), destacaram-se duas praticas
combinatdrias que serviram de base a Combinatoria Moderna: a primeira, fundamentada por

aspectos filosoficos e religiosos, surgiu com o Cataldo mistico, poeta e missionario Ramon Llull

2 Referimo-nos dessa forma para explicar que a postura utilizada pelos estudiosos da época tem uma
aproximacdo com o oficio dos matematicos puros.
36



\ 7
DAI D E l @ REVISTA CIENTIFICA DE EDUCAGAO A DISTANCIA

ISSN - 1982-6109

(1232-1316).

Sua Ars Magna foi um resumo sistematico de todos os ramos do conhecimento de seu
tempo, com base na arte combinatdria; a segunda préatica foi o advento dos jogos de azar,
especialmente dados, que surgiu por meio de um poema ovidiano intitulado De Ventura, escrito
em uma velha carta, entre 1222 e 1268, provavelmente por Richard de Fournival. Segundo
Knobloch (2013), o autor do poema enumerou cinquenta e seis diferentes resultados como trés
dados e verificou que ndo sdo equiprovaveis. Com isso, 0 poema também contribuiu para o
desenvolvimento da teoria das probabilidades.

Para Marostica (1992), a arte combinatoria de Ramon LIlull € um método pelo qual ele
tenta encontrar e explorar todas as combinacdes possiveis, denominadas de manifestacoes, e 0s
conceitos primitivos, chamados de dignidades divinas. A autora enfatiza, ainda, que o método
de LIull foi concebido como uma nova forma de responder com infalibilidade matematica a
qualquer tipo de pergunta e, consequentemente, obter o verdadeiro conhecimento. O Cataldo
desenvolveu uma nova Légica, denominada de chave universal®, influenciando fortemente os
trabalhos de Mersenne (1588-1648) e de Leibniz (1646-1716).

E importante ressaltar que Llull desenvolveu na realizacdo de seus estudos somente
combinac@es de dois e trés elementos, que representam a base essencial da arte combinatéria
como um sistema ldgico, mas calculadas por enumeracdo direta da constituicdo dos
agrupamentos. Enquanto Mersenne e Leibniz, além de procurarem conhecer 0s conceitos
basicos (divindades) que representavam as verdadeiras propriedades de Deus operando na
natureza, seguindo os ensinamentos de LIull, desenvolveram alguns métodos combinatérios. O
mecanismo que produz essas combinagdes é operacionalizado principalmente por figuras. As
figuras constantes, na obra de Llull, sdo denominadas de figura A e figura T. A primeira figura
(figura 4) expressa os principios absolutos ou dignidades divinas e a segunda figura (figura 5)
expressa 0s principios de relacao:

Figura 4: Principios absolutos ou dignidades divinas

% Termo utilizado por Rossi (2001) referindo-se a linguagem universal que os pensadores desde Llull
até Leibniz buscavam para a ciéncia.
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Fonte: Marostica (1992, p. 107)

Figura 5: Os principios de relacéo.

Fonte: Marostica (1992, p.107)
Para exemplificar melhor o pensamento de Llull, apresentamos um fragmeto do texto
de Marostica (1992, p. 107):
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A figura A significa Deus, que € representado por um ponto ao centro do
circulo. A circunferéncia desse circulo é dividida em dezesseis
compartimentos (periodo terciario). Llull classificou esses compartimentos
com as letras do alfabeto, de B até R, significando os atributos de Deus. Com
esses atributos divinos Llull forma (no periodo quaternario) cento e vinte
combinagdes binéarias. Ele obtém este nimero usando (as compendiosa

invenienti veritatem) combinagBes sem repeticdo de dezesseis conceitos
16y _ 1615 120

agrupados dois de cada vez, portanto obtendo . -

(125) =22 = 120

. Desta forma, ele obtém, por exemplo, BC (a bondade é
grandiosa), BD (a bondade é eterna) e assim por diante. Em Ars
Demonstrativa, LIull usa combinagGes com repeticoes de dezesseis elementos
16+ 2 —1) _ (1?) _ 146 _ yae

H ~ , Z.1
dois de cada vez, entdo ele obtém 2 2

(20 +22 1) = {12?) g3

(Marostica 1992, p. 107):

A obra de Llull ndo apresenta nenhuma evidéncia que o cataldo conhecia as formulas
para o calculo das combinacgdes. Entretanto, sua linha de raciocinio sobre os objetos de suas
investigagBes é que nos leva a acreditar que na cultura de Llull era comum a solucéo de
problemas praticos por meio das combinatorias.

E, talvez, as praticas combinatdrias ja estivessem nos centros de ensino da época,onde
é na cultura europeia que a Analise Combinatoria ganha as formas e simbolos que usamos ainda

hoje e que é ensinado nas escolas.
CONSIDERACOES FINAIS

Os estudos que tratam da historia da Analise Combinatdria ainda sdo muito incipientes
e carregam o fardo das criticas por se apresentarem de maneira factual e, também, por
oferecerem uma analise que mistura objetos da Analise Combinatéria do presente com os do
passado.

E 6bvio que uma analise mais critica, envolvendo cada cultura e suas praticas, com as
realidades sociais de cada época e civilizacao, seria o ideal para entender o desenvolvimento da
Anélise Combinatoria e ter uma melhor aproximacdo do modo como os sujeitos elaboravam e
resolviam os problemas combinatérios.

Entretanto, podemos dizer que neste estudo conseguimos observar que houve um salto
epistemoldgico instaurado por uma fantéstica invencdo humana, o ato de contar. Muitas foram
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as formas de contar desenvolvidas por varias civilizagdes para solucionar problemas cotidianos.
Diante disso, as civiliza¢Bes tiveram que criar uma tecnologia para ser utilizada, denominada
de Contagem.

A Contagem é uma pratica cultural desenvolvida por técnicas criadas pelo homem para
quantificar objetos, nosso entendimento é que houve, sim, um intercAmbio cultural entre as
civilizacdes do Oriente Médio e, também, com 0s povos europeus. Dessa forma, a pratica da
Contagem foi elevada a um nivel mais tedrico e, com isso, surgiu um novo termo para o ato de

contar objetos, por meio de técnicas, denominado de Anélise Combinatéria.
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